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трами на основе частотной выборки. Рассмотрен способ повышения точности измере-

ния этим классом фильтров спектров сигналов. В основе предложенного подхода лежит 

согласованное обобщение структур фильтров на основе частотной выборки и стан-

дартного нерекурсивного гребенчатого фильтра. Предложенный метод может найти 

широкое применение при решении задач выявления скрытых периодичностей.  

(E-mail: ponva@mail.ru) 

 

Ключевые слова: гребенчатый фильтр, фильтр на основе частотной выборки, разностное урав-

нение.  

 

Введение 

 

Характерной особенностью развития со-

временной теории цифровой фильтрации явля-

ется постоянно меняющаяся оценка эффектив-

ности применения в задачах анализа сигналов 

фильтров с бесконечной импульсной характе-

ристикой (БИХ-фильтров) и фильтров с конеч-

ной импульсной характеристикой (КИХ-филь-

тров). Пример – ситуация, сложившаяся с 

фильтрами на основе частотной выборки 

(ФОЧВ). В 1970-е гг. в связи с появлением пер-

спективного метода проектирования нерекур-

сивных КИХ-фильтров – метода Паркса–Ма-

клеллана, ФОЧВ были, как выясняется, неза-

служенно забыты более чем на три десятиле-

тия. Даже в курсах лекций и учебниках по циф-

ровой обработке сигналов они упоминались 

вскользь или не упоминались вообще [1, 2].  

Однако в последнее время доказано [1, 3], 

что ФОЧВ имеют ряд преимуществ перед 

фильтрами Паркса–Маклеллана. В частности, в 

тех приложениях, где требуемая ширина 

полосы пропускания проектируемого фильтра 

должна быть меньше одной пятой частоты 

дискретизации. 

Целью данной работы является расшире-

ние функциональных возможностей цифровых 

фильтров на основе частотной выборки, повы-

шение точности измерения ими спектра сигна-

лов путем обобщения структуры стандартного 

нерекурсивного гребенчатого фильтра. 

 

Преимущества и недостатки фильтров на 

основе частотной выборки 

 

Класс фильтров на основе частотной вы-

борки основан на том, что трансверсальный 

фильтр (фильтр с многоотводной линией за-

держки, рисунок 1), являясь фильтром без по-

люсов, может быть представлен в виде после-

довательной структуры, приведенной на ри-

сунке 2. Отметим, что нормирующий множи-

тель N/1  для простоты, как и в [1], опущен. 

Влияние этого коэффициента и места его раз-

мещения при реализации ФОЧВ как с исполь-

зованием чисел в формате с плавающей запя-

той, так и с фиксированной запятой, достаточно 

подробно рассмотрено в [1]. 

Следует отметить, что фильтры на основе 

частотной выборки эффективны не только при 

узкополосной фильтрации. Например, эффек-

тивность применения фильтров этого класса 

для скользящих спектральных измерений также 

весьма высока [1–3]. Действительно, структура 

ФОЧВ дает возможность рекуррентного рас-

чета значений отсчетов на выходе k-го ком-

плексного резонатора. В результате после вы-

хода фильтра на установившийся режим для 

получения каждого значения скользящего спек-
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трального измерения на k-й частоте необхо-

димо выполнить всего два комплексных умно-

жения на входной отсчет. 

В то же время следует признать, что ФОЧВ 

имеют и серьезные недостатки, которые огра-

ничивает их применение во многих приложе-

ниях [4–12]. 

 

 
 

Рисунок 1 – Нерекурсивный фильтр с конечной им-

пульсной характеристикой с N ответвлениями – 

трансверсальный фильтр 

 

 
 

Рисунок 2 – Структурная схема фильтра на основе 

частотной выборки, где W N
 k
=exp[(-j2π/N)k] 

 

Первый недостаток – это фиксированность 

множества анализируемых частот [1–3]:          

{j2 π /N)k}, где 1,0  Nk ; N – число отсчетов 

импульсной характеристики гребенчатого 

фильтра. Этот недостаток является следствием 

фундаментального свойства амплитудно-ча-

стотной характеристики гребенчатого фильтра, 

которая имеет N нулей, равномерно 

распределенных на единичной окружности в Z-

плоскости с шагом 2π/N (рисунок 3). При этом 

полюс каждого из комплексных резонаторов 

ФОЧВ для компенсирования должен совпадать 

с одним из нулей амплитудно-частотной харак-

теристики гребенчатого фильтра (рисунок 4). 

 

 
 

Рисунок 3 – Амплитудно-частотная характеристика 

гребенчатого фильтра в z-плоскости вдоль единич-

ной окружности, N = 8 

 

 
 

Рисунок 4 – Амплитудно-частотная характеристика 

гребенчатого фильтра (пунктирная линия) и фильтра 

на основе частотной выборки (сплошная линия) в z-

плоскости вдоль единичной окружности, N = 16 
 

Второй недостаток ФОЧВ связан с тем, что 

операции в параллельной части структуры (ри-

сунок 2) выполняются с конечной точностью 

[2]. Вследствие этого полностью скомпенсиро-
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вать нули гребенчатого фильтра полюсами 

комплексных резонаторов не удается (рисунок 

5), и ФОЧВ имеет как нули, так и полюса, а его 

импульсная характеристика становится неогра-

ниченной. В результате шум округления со 

временем нарастает [1], искажая выходные от-

счеты фильтра, и соответственно растет по-

грешность измерения спектра сигналов. 

 
 

Рисунок 5 – Амплитудно-частотная характеристика 

гребенчатого фильтра (пунктирная линия) и фильтра 

на основе частотной выборки (сплошная линия) в z-

плоскости вдоль единичной окружности, N = 16, 

рассогласование – 1/4 

 

В работе [4] для борьбы с этим недостатком 

предложена модификация метода частотной 

выборки. Идея предлагаемой модификации 

заключается в следующем. В структуре, приве-

денной на рисунке 2, между гребенчатым филь-

тром и комплексными резонаторами дополни-

тельно применяется процедура трансформации 

спектра сигнала. Трансформация осуществля-

лась стандартным методом – умножением сиг-

нала на экспоненциальную функцию 

exp[(j2π/N)kn]. Действительно, при этом про-

блема неточного представления весовых коэф-

фициентов снимается, но появляется другая 

проблема – связанная с необходимостью уве-

личения памяти данных для обеспечения хра-

нения промежуточных переменных [5, 6]. 

 

Обобщение разностного уравнения нерекур-

сивного гребенчатого фильтра 

 

С целью разработки способа устранения 

указанных выше недостатков ФОЧВ рассмот-

рим разностное уравнение, описывающее стан-

дартный нерекурсивный гребенчатый фильтр: 

 

)()()( Nnxnxny  , (1) 

где )(nx , )(ny  – входной и выходной сигнал 

нерекурсивного гребенчатого фильтра со-

ответственно. 

Передаточная функция гребенчатого филь-

тра имеет вид [1, 2]: 

 

H (z) =Y (z) / X (z) = 1 – z 
–N

 , 

 

а его частотная и импульсная характеристики 

описываются следующими соотношениями, 

соответственно [1, 2]: 

 

H (e
 jω

)=e 
– j(ωN-π)/2

[2sin(ωN/2)], (2) 

1)( nh , при 0n ; 0)( nh , при 1,1  Nn ; 

 

1)( nh  при Nn  . (3) 

 

Проведем обобщение разностного уравне-

ния, описывающего стандартный нерекурсив-

ный гребенчатый фильтр, путем преобразова-

ния его импульсной характеристики. Умножив 

импульсную характеристику стандартного 

нерекурсивного гребенчатого фильтра на экс-

поненциальную функцию вида: 
 

z(n)=exp[(-j2π/N)]θn); Nn ,0 , 

 

получим импульсную характеристику 

обобщенного нерекурсивного гребенчатого 

фильтра: 
 

1)( nh , при 0n ; 0)( nh , при 1,1  Nn ; 

h(n)= - exp(-j2πθ) при Nn  . 
 

Следовательно, разностное уравнение 

обобщенного нерекурсивного гребенчатого 

фильтра будет иметь вид: 

 

y1(n) = x(n) – e 
–j2πθ

 x(n – N), где , 0   θ< 1, (4) 

 

и передаточную функцию обобщенного 

гребенчатого фильтра можно описать 

следующим выражением: 
 

H1 (z) =Y1 (z) / X (z) = 1 – e 
–j2πθ

 z 
–N

. (5) 
 

Учитывая, что частотная характеристика 

фильтра представляет собой передаточную 

функцию H(z), вычисленную на единичной 

окружности, получим: 
 

H1(e 
jω

)=H1(z) z=e 
jω 

= (1 –e
–j(N ω+2πθ)

). (6) 
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Используя тождество Эйлера: 
 

2 j sin(α) = e
 jα 

– e 
– jα

, (7) 
 

преобразуем соотношение (6) к виду: 
 

H1(e 
jω

) =  e 
– j(N ω+2πθ)/2

{2 j sin[(N ω+2πθ)/2]}. (8) 
 

Заменяя в формуле (8) j в фигурных 

скобках на e
 jπ/2

,окончательно получим: 
 

H1(e 
jω

) =
 
e

–– j(N ω+2θπ - π)/2
{2 j sin[([(N ω+2πθ)/2]}. (9) 

Выражение (9) определяет частотную ха-

рактеристику обобщенного гребенчатого филь-

тра. Импульсные характеристики обобщенного 

(при различных значениях параметра θ) и стан-

дартного (параметр θ равен нулю) гребенчатых 

фильтров приведены на рисунке 6. 

Амплитудно-частотные характеристики 

обобщенного гребенчатого фильтра, соответ-

ствующие импульсным характеристикам, при-

веденным на рисунке 6, для θ = 1/2,  1/4 даны 

на рисунке 7.  
 

 

 
Рисунок 6 – Импульсные характеристики длительностью в 32 отсчета стандартного гребенчатого фильтра (а) и 

обобщенного гребенчатого фильтра (b, c, d) – при различных значениях параметра θ. 

 

 

На рисунке 8 приведена структурная схема 

одной из модифицированных секций такого 

обобщенного ФОЧВ. 

В структурной схеме обобщенного гребен-

чатого фильтра, приведенной на рисунке 8, 

кроме параметра θ присутствует и дополни-

тельный параметр δ. Введение данного пара-

метра позволяет «подстраивать» нули обоб-

щенного гребенчатого фильтра для компенси-

рования полюсов комплексных резонаторов. 

При этом, как отмечалось выше, появляется 

возможность уменьшить погрешности измере-

ния спектра сигналов, возникающие из-за шума 

округления при выполнении операций с конеч-

ной точностью в параллельной части структуры 

ФОЧВ (рисунок 2).  

 
 

Рисунок 7 – Амплитудно-частотная характеристика 

обобщенного гребенчатого фильтра: пунктирная 

линия – θ = 1/2, сплошная линия – θ = 1/4 
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Рисунок 8 – Одна секция обобщенного фильтра на основе частотной выборки 

 

Заключение 

 

«Согласованное» обобщение структур 

фильтра на основе частотной выборки и стан-

дартного нерекурсивного гребенчатого фильтра 

позволило разрешить проблему фиксированно-

сти множества частот фильтра на основе ча-

стотной выборки. 

Предложенный подход может найти широ-

кое применение в приложениях, где используется 

цифровая обработка случайных сигналов, содер-

жащих «скрытые» гармонические (тональные) 

компоненты (решение так называемых задач вы-

явления скрытых периодичностей), например, в 

пассивной гидролокации при решении задачи 

обнаружения и классификации надводных и под-

водных судов; в машиностроении при вибро-

акустическом функциональном диагностирова-

нии объектов (анализ виброакустических сигна-

лов, структура которых характеризуется наличи-

ем гармонических рядов, порождаемых теми или 

иными дефектами); при функционировании 

различных узлов и механизмов; в телефонии при 

реализации тонального набора. 
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